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❤❡r ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❛♥❞ ❛❝t✉❛❧ ♣❡r❝❡♥t✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣r♦✉♣✳
■t ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ♦✈❡r❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❛t ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❜❡❧✐❡✈❡❞
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦t❤❡rs✳ ❲❡ s❤♦✇ ✐♥ ❛ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❛t s❡❧❢✲♣❧❛❝❡♠❡♥t
✷
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✇❤❡t❤❡r ♣❡♦♣❧❡ ❛❝q✉✐r❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♦r ♥♦t✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ✐♥ ♦✉r s❡t✉♣
♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦✈❡rs ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❧♦ss❡s ❢r♦♠ ❜❛❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❛ r❡❛❧✲❡✛♦rt t❛s❦✱ ✐t s❤♦✉❧❞
❜❡ ✉♥r❡❧❛t❡❞ t♦ s❡❧❢✲♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢♦r r❛t✐♦♥❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦❡rs✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✇❡
✜♥❞ ♥♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ♠♦r❡ ♦✈❡r❝♦♥✜❞❡♥t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❝❤♦♦s✐♥❣ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ✐♥s✉r❛♥❝❡
✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡✳
▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝❧❡❛♥❧②
❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ ❡✛❡❝ts ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❝♦♥tr❛❝t ❢r♦♠ ❡✛❡❝ts
❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✳ ❇❡❢♦r❡ ❛tt❡♠♣t✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧✲❡✛♦rt t❛s❦✱
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ t♦ ❜✉② t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❝♦♥tr❛❝t✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ t❤✐s
❝❤♦✐❝❡✱ ❛❝t✉❛❧ ✐♥s✉r❛♥❝❡ st❛t✉s ✐s r❛♥❞♦♠✐③❡❞✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡t❤❡r ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ✐♥s✉r❛♥❝❡
♦r ♥♦t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇✱ ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ❛❜♦✉t tr✉❡ t❤❡✐r
✐♥s✉r❛♥❝❡ st❛t✉s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❖✉r ❞❡s✐❣♥ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞
✐♥ ❛ ❝r❡❞✐t ♠❛r❦❡t ✜❡❧❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❜② ❑❛r❧❛♥ ❛♥❞ ❩✐♥♠❛♥ ✭✷✵✵✾✮✳ ❚❤❡✐r ✐❞❡❛ ✐s t♦
❛ttr❛❝t ❜♦rr♦✇❡rs ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞✈❡rt✐s❡❞ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛♥❞✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ s❤♦✇✐♥❣ ✉♣
✐♥ t❤❡ ❧❡♥❞❡rs ♦✣❝❡✱ t♦ r❛♥❞♦♠✐③❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❑❛r❧❛♥ ❛♥❞
❩✐♥♠❛♥ ✭✷✵✵✾✮ ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ✐♠♣♦s❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ t❤❛t ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡
❛❞✈❡rt✐s❡❞✱ ❛s ❜♦rr♦✇❡rs ❝♦✉❧❞ s✐♠♣❧② ✇❛❧❦ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ■♥ ❛ ❧❛❜♦r❛t♦r②
❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❜② ❞❡s✐❣♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛ttr✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❛ss❡ss ✇❤❡t❤❡r t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ s❡❧❢ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦♥❧② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❢❡❡❧✐♥❣ ✭✉♥✲✮❧✉❝❦②
✇❤❡♥ ❛❝t✉❛❧❧② ✭♥♦t✮ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ✐t ✲ r❡♠❡♠❜❡r✱ ✐♥s✉r❛♥❝❡ st❛t✉s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ r❛♥❞♦♠
❞r❛✇ ✲ ♦r ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✳
❆ r❡❧❛t❡❞ ❞❡s✐❣♥ ✐s ✉s❡❞ ❜② ❇ó ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✱ ✇❤♦ ❧❡t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✈♦t❡ ♦♥ ❛ ♣♦❧✐❝②
t❤❛t ❛❧❧♦✇s ♣✉♥✐s❤♠❡♥t ❢♦r ❞❡❢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♣r✐s♦♥❡rs ❞✐❧❡♠♠❛✱ ❜✉t t❤❡♥ r❛♥❞♦♠✐③❡ t❤❡
❛❝t✉❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❙✉tt❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳
❖✉r r❡❛❧✲❡✛♦rt t❛s❦ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ♦❢ ♥✉♠❜❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t✇♦ ❝✉❡
✈❛❧✉❡s ✭❇r♦✇♥✱ ✶✾✾✽❀ ❱❛♥❞❡❣r✐❢t ❛♥❞ ❇r♦✇♥✱ ✷✵✵✸❀ ❙♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✳ ❚❤✐s t❛s❦ ❢✉❧✜❧❧s
t✇♦ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ✐♥s✉r❛♥❝❡ s❡tt✐♥❣✳ ❋✐rst✱ t❤❡
❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❢♦r❡❝❛st✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♠❛t❤ s❦✐❧❧s✱
✈❛r✐❡s s✉✣❝✐❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t♦ ❝r❡❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ ♦✇♥ ❛❜✐❧✐t②✳
❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t✬s ❡✛♦rt ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❢♦r❡❝❛sts ❛♥❞ t❤✉s
t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❙❝❤r❛♠ ❛♥❞ ❙♦♥♥❡♠❛♥s ✭✷✵✶✶✮ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥s✉r❛♥❝❡
✸
❝❤♦✐❝❡ ❜② ✈❛r②✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦♥tr❛❝ts✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡✐r s❡tt✐♥❣✱ ❧♦ss❡s ♦❝❝✉r ✇✐t❤♦✉t ❛ s✉❜❥❡❝t✬s ✐♥✢✉❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♥♦t
❜❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❢♦r s♦♠❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❝♦♥tr❛❝ts s✉❝❤ ❛s ❝❛r ✐♥s✉r❛♥❝❡✳ Pr❡✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
st✉❞✐❡❞ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❝❤♦✐❝❡ ✇✐t❤ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❧♦ss ✐♥ ✈❛r✐♦✉s s❡tt✐♥❣s✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
●❛♥❞❡rt♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮ ❛♥❞ ▲❛✉r② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❖✉r ❞❡s✐❣♥ ♥❛t✉r❛❧❧② ❡①❤✐❜✐ts
❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♠❛r❦❡ts ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② s✉❝❤ ❛s ❛❞✈❡rs❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞
♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞✳
❙❡❧❢♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s s❡❧❢✲❛ss❡ss❡❞ ❛♥❞
tr✉❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❛♥❦ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡
❡❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❧❢✲❛ss❡ss❡❞ r❛♥❦ ✐s ✐♥❝❡♥t✐✈✐③❡❞ ❜② r❡✇❛r❞✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❲❡ ✜♥❞
t❤❛t✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ✐♥s✉r❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛✈❡ ✇❡❧❧✲❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❜❡❧✐❡❢s ❛❜♦✉t t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t②
r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♦t❤❡rs✱ ✇❤✐❧❡ t❤♦s❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ✉♥❞❡r♣❧❛❝❡
t❤❡♠s❡❧✈❡s✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❜② ❈❧❛r❦ ❛♥❞ ❋r✐❡s❡♥ ✭✷✵✵✾✮
❛♥❞ ▼✉r❛❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮✱ ✇❤♦ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ r❡❛❧✲❡✛♦rt t❛s❦s ❛♥❞ ✐♥❝❡♥t✐✈✐③❡❞
❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❡❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ♦✈❡r❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥
✧❜❡tt❡r✲t❤❛♥✲❛✈❡r❛❣❡✧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ▼♦♦r❡ ❛♥❞ ❈❛✐♥ ✭✷✵✵✼✮ ❛♥❞ ❍♦❡❧③❧ ❛♥❞ ❘✉st✐❝❤✐♥✐
✭✷✵✵✺✮ ✜♥❞ t❤❛t s✉❜❥❡❝ts t❡♥❞ t♦ ✉♥❞❡r♣❧❛❝❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ✐♥ t❛s❦s t❤❛t ❛r❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞
❛s ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❧♦✇ ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡r♠s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ♦✉r
s❡t✉♣✳
❖✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤r❡❡❢♦❧❞✳ ❋✐rst✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ s❡❧❢✲❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❝❛♥
❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ str♦♥❣❧② ❜② ❝♦♥tr❛❝ts✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥ ✐ts ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ♥♦t
t♦♦ s✉r♣r✐s✐♥❣✱ ✐ts ✐♠♣❛❝t ♦♥ ♦✉r ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❛rs r❡❧❡✈❛♥t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✕
❥✉st ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t ❞r✐✈❡rs ❜❡❝♦♠❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♠♦r❡ ♦✈❡r❝♦♥✜❞❡♥t ❛❢t❡r ❜❡✐♥❣ ✐♥s✉r❡❞✳
❲❤✐❧❡ ❝♦♥tr❛❝t ❞❡s✐❣♥ ❤❛s st❛rt❡❞ t♦ t❛❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❜✐❛s❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✭❑➤s③❡❣✐✱
✷✵✶✹✮✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛✇❛r❡ ♦❢ ❛♥② ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♦✉r
♠❛✐♥ ✜♥❞✐♥❣✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② st✉❞② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥t♦ ❝♦♥tr❛❝ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r❡s✉♠❛❜❧② st❛❜❧❡ tr❛✐ts s✉❝❤ ❛s s❡❧❢✲❝♦♥✜❞❡♥❝❡
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❙❛♥❞r♦♥✐ ❛♥❞ ❙q✉✐♥t❛♥✐ ✭✷✵✵✼✱ ✷✵✶✸✮✮✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r t❤✉s
s♣❡❛❦s t♦ ❛ ❜r♦❛❞❡r ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t st✉❞✐❡s s♦rt✐♥❣ ✐♥t♦ ❝♦♥tr❛❝ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧
❜✐❛s❡s ❛♥❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✭▲❛r❦✐♥ ❛♥❞ ▲❡✐❞❡r✱ ✷✵✶✷❀ ❉♦❤♠❡♥ ❛♥❞ ❋❛❧❦✱ ✷✵✶✶✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
✇❡ ❛❞❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ t♦ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ✐♥ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❝♦♥t❡①t
✹
✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦✇♥ ❡✛♦rt ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ❞❡✈✐❝❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❧♦ss❡s ✭❇r♦✇♥❡ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✺✮✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛ s❡t✉♣ ❛❞❞s t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts ❢♦r
❝❡rt❛✐♥ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❝❧❛ss❡s✳
✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❉❡s✐❣♥
❲❡ st❛rt ❜② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ r❡❛❧ ❡✛♦rt t❛s❦
❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ▼♦♥❡t❛r② ♣❛②♦✛ ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣♦✐♥ts✱ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦
❡✉r♦s ❛t ❛ ✜①❡❞ ❛♥❞ ♣r❡✲❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡✳ P❛rt✐❝✐♣❛♥ts r❡❝❡✐✈❡❞ ❛♥ ❡♥❞♦✇✲
♠❡♥t ♦❢ ✶✵✵ ♣♦✐♥ts✱ ❡q✉❛❧ t♦ ❊❯❘ ✶✵✳ ❚❤❡ s❤♦✇✲✉♣ ❢❡❡ ❢♦r ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ✇❛s ❊❯❘ ✹✳
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡r✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ③✲tr❡❡ ✭❋✐s❝❤❜❛❝❤❡r✱ ✷✵✵✼✮✱ ❛♥❞
♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ✇❡r❡ ✐♥✈✐t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥❛❧ s♦❢t✇❛r❡ ❖❘❙❊❊ ✭●r❡✐♥❡r✱ ✷✵✶✺✮✳
✷✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ Pr♦❝❡❞✉r❡
❆❧❧ st❡♣s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✇❡r❡ ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
❛♠♦♥❣ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ❛♥♥♦✉♥❝❡ t❤❛t ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❡❧✐❝✐t ❛ss❡ss♠❡♥t
♦❢ ♦✇♥ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛❢t❡r t❤❡ r❡❛❧✲❡✛♦rt t❛s❦ ❛♥❞ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❚❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ t❤r❡❡ ♣❛rts✱ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ✇❡r❡ ❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣❛rts ❢r♦♠ t❤❡ st❛rt ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡② ❞✐❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t ❦♥♦✇
❛♥②t❤✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛rt ✉♥t✐❧ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛rt✳ ■♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❥✉st r❡♣♦rt r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✳✶ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡
❢♦r t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t st❛❣❡s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞
❛t ❡❛❝❤ st❛❣❡✳ ❲❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ❢♦r ❡❛❝❤ st❛❣❡ ❜❡❧♦✇ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t
s❡❝t✐♦♥s✳
■♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡✱ s✉❜❥❡❝ts r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ s❤❡❡t ♦❢ ♣❛♣❡r ✇✐t❤ t❡♥ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s
✐♥ t❤❡ r❡❛❧✲❡✛♦rt t❛s❦✳ ❚❤❡ r❡❛❧✲❡✛♦rt t❛s❦ ✇❛s ❛ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ t❛s❦✱ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts
s❛✇ r❡❛❧✐③❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Y ✱ W1 ❛♥❞ W2✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ❢♦r ✜✈❡ ♠✐♥✉t❡s✱ ♦♥
t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ s❤❡❡t✳ ❆ ♣❡♥ ✇❛s ♣r♦✈✐❞❡❞✱ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ✇❡r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ t❛❦❡ ♥♦t❡s✱
✶❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❧♦tt❡r② ❞❡❝✐s✐♦♥s❀ t❤❡ t❤✐r❞ ♣❛rt ✇❛s ❛ s❤♦rt s✉r✈❡② ♦♥
r❡❧❡✈❛♥t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✇✐t❤ ✐♥s✉r❛♥❝❡✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✜rst ♣❛rt ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥
❆♣♣❡♥❞✐① ✺✱ ❛♥❞ s❝r❡❡♥s❤♦ts ♦❢ st❡♣s ✷ t♦ ✻ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✺✳
✺
✇❤✐❝❤ ✇❛s ❞♦♥❡ ❢r❡q✉❡♥t❧②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ✜✈❡ ♣r❛❝t✐❝❡ r♦✉♥❞s ✭✜✈❡
❢♦r❡❝❛sts✮ ✇✐t❤ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡s❡ ♣r❛❝t✐❝❡ r♦✉♥❞s ✇❡r❡ ♥♦t
✐♥❝❡♥t✐✈✐③❡❞✱ ❜✉t t❤❡r❡ ✇❛s ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❣❛✐♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♦♥❡✬s ♦✇♥ ❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤✐s t❛s❦✳ ■♥ t❤❡ t❤✐r❞ st❛❣❡✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❤❛❞ t♦
❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ✇❛♥t❡❞ t♦ ❜✉② t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✉♣❝♦♠✐♥❣ ♣❛②♦✛✲r❡❧❡✈❛♥t
r♦✉♥❞s ♦r ♥♦t✳ ❆♥ ♦♥✲s❝r❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ❢♦✉rt❤ st❛❣❡
r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❛❝t✉❛❧ ✐♥s✉r❛♥❝❡ r❡❝❡✐♣t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♠❛❞❡ ✐♥ st❛❣❡ ✸ ✇❛s r❡❛❧✐③❡❞
✇✐t❤ ✼✵✪ ❝❤❛♥❝❡✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ ❛ s✉❜❥❡❝t ❞✐❞ ♥♦t ✇❛♥t t♦ ❜✉② ✐♥s✉r❛♥❝❡✱ t❤❡r❡ ✇❛s st✐❧❧
❛ ✸✵✪ ❝❤❛♥❝❡ t❤❛t s❤❡ ❣♦t t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❛t s❤❡ ❤❛❞ t♦ ♣❛② t❤❡ ♣r❡♠✐✉♠✳
❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡r❡ ✇❛s ❛♥ ❡q✉❛❧❧② ❧❛r❣❡ ❝❤❛♥❝❡ t♦ ♥♦t r❡❝❡✐✈❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡
s✉❜❥❡❝t ✇❛♥t❡❞ t♦ ❜✉② ✐t✳ ❚❤✐s ❝r❡❛t❡s ❛ ✷ ❜② ✷ ♠❛tr✐① ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡s s❤♦✇♥
✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳✶✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✼✵✪ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ tr❛❞✐♥❣✲♦✛ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②
❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣♦✇❡r✳ ❆ ♠❡ss❛❣❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✐♥s✉r❛♥❝❡
st❛t✉s✳ ❚❤❡ ♠❡ss❛❣❡ st❛②❡❞ ♦♥ t❤❡ s❝r❡❡♥ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡♥ ♣❛②♦✛✲r❡❧❡✈❛♥t
r♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✲❡✛♦rt t❛s❦ ✐♥ st❛❣❡ ✺✳
❆❢t❡r t❤❡ t❡♥ r♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✲❡✛♦rt t❛s❦ ✇❡r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞✱ ✇❡ ❡❧✐❝✐t❡❞ s❡❧❢✲
❛ss❡ss❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ st❛❣❡ ✻✳ ❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t t❤✐s st❛❣❡ ✇❛s ♥♦t ❛♥♥♦✉♥❝❡❞
✐♥ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇❡r❡ ❛s❦❡❞ t♦ t❤✐♥❦ ❛❜♦✉t t❤❡✐r ❛✈❡r❛❣❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❡♥ r♦✉♥❞s ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ✐♥❞✐❝❛t❡ ✇❤✐❝❤ r❛♥❦ t❤❡② t❤✐♥❦ t❤❛t t❤❡②
❤♦❧❞ ✐♥ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❡rs♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ❛✈❡r❛❣❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❡rr♦r
✇♦✉❧❞ t❛❦❡ t❤❡ ✜rst r❛♥❦✱ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲❧♦✇❡st t❤❡ s❡❝♦♥❞ r❛♥❦✱ ❛♥❞ s♦
♦♥✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ s✉❜❥❡❝ts ❤❛❞ ♥♦t r❡❝❡✐✈❡❞ ❛♥② ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦♥ t❤❡✐r ♦r ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝✲
✐♣❛♥ts✬ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ●✉❡ss✐♥❣ t❤❡ r❛♥❦ ❝♦rr❡❝t❧② ❡❛r♥❡❞ ✶✵ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞
❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧✉s ♦r ♠✐♥✉s ♦♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❧✐③❡❞ r❛♥❦ ❡❛r♥❡❞ ✺ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥ts✳
❲❡ ❝❤♦s❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛❢t❡r t❤❡ t❛s❦✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❜❡❢♦r❡ t❤❡
t❛s❦✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❤❡❞❣✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r✐♠✐♥❣ ❡✛❡❝ts✳ ❆s❦✐♥❣ ✐♥✲
❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛❜♦✉t t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t♦ ♦t❤❡rs ❜❡❢♦r❡ t❤❡ t❛s❦ ❝♦✉❧❞ ❣✐✈❡ t❤❡
✇r♦♥❣ ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♥❡✐t❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤✐s
♣❛♣❡r✱ ♥♦r ✐s ✐t ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ❛♥ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❝♦♥t❡①t✳ ❲❡ ❛r❡ ✇❡❧❧ ❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t ❧✐♥❡❛r ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✇❤❡♥ ❡❧✐❝✐t✐♥❣ ❜❡❧✐❡❢s ❤❛✈❡ t❤❡✐r ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✭s❡❡✱ ●ä❝❤t❡r ❛♥❞
❘❡♥♥❡r✱ ✷✵✶✵❀ ❚r❛✉t♠❛♥♥ ❛♥❞ ❑✉✐❧❡♥✱ ✷✵✶✺✮✱ ❜✉t ❢♦r ♦✉r ❝❛s❡ ✐t s❡❡♠s ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♠✲
✻
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛❧✐❞✐t② ❛♥❞ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❇❡t✇❡❡♥ st❛❣❡s ✻ ❛♥❞
✼✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦♦❦ ♣❧❛❝❡✳ ■♥ st❛❣❡ ✼✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
t❡♥ r❡❛❧✲❡✛♦rt t❛s❦ r♦✉♥❞s ✇❛s r❛♥❞♦♠❧② ❞r❛✇♥ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r✱ ❛♥❞ s✉❜❥❡❝ts ✇❡r❡
✐♥❢♦r♠❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡❛r♥✐♥❣s ✐♥ t❤✐s r♦✉♥❞✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ❧❡❛r♥❡❞ ❤♦✇
♠✉❝❤ t❤❡② ❡❛r♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❛♥❦✐♥❣ ❣✉❡ss✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s
❛♥s✇❡r❡❞ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ q✉❡st✐♦♥♥❛✐r❡ ❛♥❞ ✇❡r❡ ♣❛✐❞ ♦✉t ✐♥ ♣r✐✈❛t❡✳
■♥s✉r❛♥❝❡ ❛❝t✉❛❧
st❛t✉s ②❡s ♥♦ ❚♦t❛❧
②❡s ✻✽ ✹✶ ✶✵✾
❝❤♦✐❝❡
✹✶✪ ✷✺✪
♥♦ ✶✸ ✹✺ ✺✽
✽✪ ✷✼✪
❚♦t❛❧ ✽✶ ✽✻ ✶✻✼
❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❙❛♠♣❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✷✳✷ ▼♦r❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❘❡❛❧✲❡✛♦rt ❚❛s❦
❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ t❛s❦ ❜② ❇r♦✇♥ ✭✶✾✾✽✮✱ ❱❛♥❞❡❣r✐❢t ❛♥❞ ❇r♦✇♥ ✭✷✵✵✸✮✱ ❛♥❞ ❙♦
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮✳ P❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛r❡ ❛s❦❡❞ t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ♣r✐❝❡ Y ♦❢ ❛ ✜❝t✐t✐♦✉s st♦❝❦ ✇❤♦s❡
♣r✐❝❡ t❤❡② ❤❛❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❢r♦♠ t✇♦ ❝✉❡ ✈❛❧✉❡s W1 ❛♥❞ W2✳ ❚❤❡ tr✉❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ♦❢
✼
Y ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ❝✉❡s ✇❛s ❣✐✈❡♥ ❜②
Y = 50 + 0.3W1 + 0.7W2 + e,
✇❤❡r❡ W1,W2 ∼ U(0, 250) ❛♥❞ e ∼ N(0, 5)✳ Y ✇❛s r♦✉♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡❛r❡st ✐♥t❡❣❡r✳
■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❦♥❡✇ t❤❛t t❤❡r❡ ✇❛s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥st❛♥t✱ ❜✉t ❞✐❞ ♥❡✐t❤❡r ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❛s ❧✐♥❡❛r✱ t❤❛t t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛❞❞❡❞ t♦ ♦♥❡✱ ♥♦r t❤❛t t❤❡r❡ ✇❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ❡rr♦r
t❡r♠ e✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ t❛s❦✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇❤❡r❡ s❤♦✇♥ W1 ❛♥❞ W2 ♦♥ t❤❡ s❝r❡❡♥ ❛♥❞ ❤❛❞
✻✵ s❡❝♦♥❞s ❡✈❡r② r♦✉♥❞ t♦ ❡♥t❡r t❤❡✐r ❢♦r❡❝❛st Ŷ ✐♥t♦ ❛ ❜♦① ❛♥❞ ❝❧✐❝❦ ❖❑ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡
❇✳✹ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✮✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ ✇❛s ❛❧✇❛②s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ♦♥ s❝r❡❡♥✳ ❚❤❡r❡
✇❡r❡ ♥♦ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❢♦r s♣❡❡❞✱ ❜✉t ❛❢t❡r ✻✵ s❡❝♦♥❞s ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ✐♥♣✉t t❤❡ ♣r♦❣r❛♠
✇♦✉❧❞ s❦✐♣ t♦ t❤❡ ♥❡①t r♦✉♥❞✱ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ♥♦✲✐♥♣✉t✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛
♣❡♥❛❧t② t♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ❋r♦♠ t❤❡
❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ✐♥♣✉t ✇❡ ❞❡r✐✈❡❞ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥ ❡❛❝❤ ❢♦r❡❝❛st✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Y ✿
error = |Y − Ŷ |
✷✳✸ ■♥s✉r❛♥❝❡
❇❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣✐❧♦t ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✲❡✛♦rt t❛s❦✱ ✇❡ s❡t t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♣r❡♠✐✉♠ t♦ ✷✷✳✺ ♣♦✐♥ts✱
✇✐t❤ ❛ ❝♦✈❡r❛❣❡ r❛t❡ ♦❢ ✻✺✪✳ ❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ♦♥❧② ♦♥❡ r♦✉♥❞ ✇❛s ♣❛②♦✛✲r❡❧❡✈❛♥t✱ ✐✳❡✳
t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ✇❛s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛❧❧ r♦✉♥❞s✳ ❊❛r♥✐♥❣s ❢r♦♠ t❤❡ t❛s❦ ❛r❡
earningsno = 100− error
❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t❤❛t ❞✐❞ ♥♦t ❣❡t t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❛♥❞
earningsin = 100− error × (1− 0.65)− 22.5
❢♦r t❤♦s❡ t❤❛t ❞✐❞✳ ❚❤✉s✱ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❝♦✈❡r❡❞ ✻✺✪ ♦❢ t❤❡ ❧♦ss ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r✲
❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Y ✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♣♣❡❞ ❧♦ss❡s ❛t
✽
t❤❡ ③❡r♦ ❡❛r♥✐♥❣s ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ✇❡r❡ ♥♦ ❧♦ss❡s ❢r♦♠ t❤✐s ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✉♥❧❡ss ❛ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ❤❛❞ ♥♦t ❡♥t❡r❡❞ ❛♥② ❢♦r❡❝❛st ❛t ❛❧❧ ❢♦r t❤❡
r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ r♦✉♥❞ ❛♥❞ ✇❛s ✐♥s✉r❡❞✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡
t♦ ♣❛② t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♣r❡♠✐✉♠ ♦❢ ✷✷✳✺ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ ❤❡r s❤♦✇ ✉♣ ❢❡❡✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥❡❞
♦♥❧② ♦♥❝❡✳
✷✳✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ P❛rt✐❝✐♣❛♥ts
❲❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ s❡✈❡♥ s❡ss✐♦♥s ✐♥ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✶✺ ✐♥ t❤❡ ▼❊▲❊❙❙❆ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❛t t❤❡
❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼✉♥✐❝❤✳ ■♥ t♦t❛❧✱ ✶✻✼ s✉❜❥❡❝ts ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡❞ ❛♥❞ ❡❛r♥❡❞ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❊❯❘
✶✷✳✺✵ ✐♥ ❛ ❜✐t ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❤♦✉r ♣❡r s❡ss✐♦♥✳ P❛rt✐❝✐♣❛♥ts ✇❡r❡ ♠❛✐♥❧② st✉❞❡♥ts
❢r♦♠ ✈❛r✐♦✉s ✜❡❧❞s ♦❢ st✉❞②✱ ✇✐t❤ ✸✸✪ ❢r♦♠ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ♦r ❜✉s✐♥❡ss✱ ✶✽✪ ❢r♦♠ ❧✐❢❡
s❝✐❡♥❝❡s ♦r ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✶✸✪ ❢r♦♠ ❤✉♠❛♥✐t✐❡s✳ ❆❧♠♦st ✻✵✪ ♦❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ✇❡r❡
❢❡♠❛❧❡✱ ❛♥❞ ❛❣❡ r❛♥❣❡❞ ❢r♦♠ ✶✽ t♦ ✹✸✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✷✷✳
✸ ❘❡s✉❧ts
✸✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❘❡s✉❧ts ♦♥ ❙❡❧❢✲P❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❈❤♦✐❝❡
❲❡ ✜rst ❧♦♦❦ ❛t ❛ s❡t ♦❢ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ r❡s✉❧ts✳ ❖✉r ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s r❛♥❦❞✐✛✱ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ❛❝t✉❛❧ ❛♥❞ ❣✉❡ss❡❞ r❛♥❦s ❛s ❡♥t❡r❡❞ ✐♥ st❛❣❡ ✻ ♦❢
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✿
Rankdiff = TrueRank −GuessedRank.
❆ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ♦✈❡r♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ✇❤❡r❡ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ✐♠♣❧② str♦♥❣❡r ♦✈❡r✲
♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② ❙❛✉t♠❛♥♥ ✭✷✵✶✸✮✱ ✇❤♦ ✉s❡s t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ ❛❝t✉❛❧ s❝♦r❡s ✐♥ tr✐✈✐❛ q✉✐③③❡s ❛s ❤❡r ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r
♦✈❡r❝♦♥✜❞❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ r❛♥❦❞✐✛ ✐♥ ♦✉r st✉❞② ✐s ✲✶✳✸✼ ✭✇❤✐❝❤ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦ ❛t t❤❡ ✺✪ ❧❡✈❡❧✮✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ s❧✐❣❤t ✉♥❞❡r♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳
❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❦❞✐✛ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✉♥❞❡r❝♦♥✜❞❡♥❝❡
r❡s✉❧t ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❍♦❡❧③❧ ❛♥❞ ❘✉st✐❝❤✐♥✐ ✭✷✵✵✺✮ ❛♥❞ t❤❡✐r t❛s❦✲s♣❡❝✐✜❝ ❡①♣❧❛♥❛✲
✾
t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❦❞✐✛ ✐♥ ♦✉r s❛♠♣❧❡ ♦♥ t❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥ts✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡
✐♥❞✐❝❛t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r ♦✈❡r❝♦♥✜❞❡♥❝❡✳ ■t t❛❦❡s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦♥❡ ✐❢ r❛♥❦❞✐✛ ✐s ❧❛r❣❡r
t❤❛♥ ③❡r♦✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ③❡r♦ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚❤❡ ❡♥t✐r❡ s❛♠♣❧❡ ❤❛s ❛ s❤❛r❡ ♦❢ ✸✽✳✸✷✪
♦✈❡r❝♦♥✜❞❡♥t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡✳
❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❢♦✉r ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♦✉t❝♦♠❡s✱ ✐♥❞✐❝❛t❡❞
❜② t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❍❛s■♥s✉r❛♥❝❡ ❛♥❞ ❲❛♥ts■♥s✉r❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❍❛s■♥s✉r❛♥❝❡ ❞❡✲
s❝r✐❜❡s t❤❡ tr✉❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ st❛t✉s ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧✲❡✛♦rt t❛s❦✱ ❛♥❞ ✐t ✐s
r❛♥❞♦♠✐③❡❞✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❲❛♥ts■♥s✉r❛♥❝❡ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ✐♥✐t✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡
❢♦r ♦r ❛❣❛✐♥st ✐♥s✉r❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ♠❛② ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤
❛♥② ♦❜s❡r✈❡❞ ♦r ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s s✉❝❤ ❛s ❣❡♥❞❡r✱ ❛❣❡ ❛♥❞ r✐s❦
❛tt✐t✉❞❡✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❝❤♦✐❝❡ ✭❂❲❛♥ts■♥s✉r❛♥❝❡✮✱ ❍❛s■♥s✉r❛♥❝❡ ✐❞❡♥t✐✲
✜❡s t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❝♦♥tr❛❝t✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❛❝t✉❛❧ ✐♥s✉r❛♥❝❡
st❛t✉s ✭❂❍❛s■♥s✉r❛♥❝❡✮✱ ❲❛♥ts■♥s✉r❛♥❝❡ ✐❞❡♥t✐✜❡s s❡❧❡❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts✱ ✐✳❡✳ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇❤♦ ✇❛♥t❡❞ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤♦s❡ ✇❤♦ ❞✐❞ ♥♦t✳
❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ❞✐s♣❧❛②s ♠❡❛♥s ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ r❛♥❦❞✐✛ ❜② ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♦✉t✲
❝♦♠❡✳ ❚❛❜❧❡ ❆✳✶ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❝♦♥t❛✐♥s ♣✲✈❛❧✉❡s ♦❢ t✲t❡sts ✇✐t❤✐♥ ❡✈❡r② ❝❡❧❧ ♦❢
t❛❜❧❡ ✸✳✶ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ r❛♥❦❞✐✛ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ③❡r♦✳ ■♥ ❛❞✲
❞✐t✐♦♥✱ t❛❜❧❡ ❆✳✷ ❞✐s♣❧❛②s ♣✲✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡✱ t✇♦✲s✐❞❡❞ ❲✐❧❝♦①♦♥✲▼❛♥♥✲❲❤✐t♥❡②
t❡sts ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ r❛♥❦❞✐✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❣r♦✉♣s✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ str♦♥❣
❛♥❞ ❤✐❣❤❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✉♥❞❡r♣❧❛❝❡♠❡♥t ✇✐t❤♦✉t ✐♥s✉r❛♥❝❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛❧s♦
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✉♥❞❡r♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢♦r t❤♦s❡ ✇❤♦ ❞✐❞ ♥♦t ✇❛♥t ✐♥s✉r❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ♣♦♦❧
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢♦r t❤♦s❡ ✇❤♦ ❡♥❞❡❞ ✉♣ ✇✐t❤ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤♦s❡ ✇❤♦ ❞✐❞ ♥♦t✳
❚✇♦✲t❤✐r❞ ✭✶✵✾ ♦✉t ♦❢ ✶✻✼✮ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇❛♥t❡❞ t♦ ❜✉② t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡✳ ❲❡
❝❛♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❝❤♦✐❝❡✳ ❚❛❜❧❡
✸✳✷ s❤♦✇s ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜② ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❝❤♦✐❝❡ st❛t✉s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧
s❛♠♣❧❡✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇❤♦ ♠❛❞❡ ❧❛r❣❡r ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❡ r♦✉♥❞s ✇❡r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧②
t♦ ✇❛♥t ✐♥s✉r❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ❛❞✈❡rs❡ s❡❧❡❝t✐♦♥
♠♦❞❡❧s✳ ■♥s✉r❛♥❝❡ ♣❛②s ♦✛ ✐s ❛ ❞✉♠♠② ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡ ✐❢ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❡rr♦r ✐♥
❛ ♣r❛❝t✐❝❡ r♦✉♥❞ ✇❛s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✷✷✳✺✴✵✳✻✺❂✸✹✳✻✷✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜r❡❛❦✲❡✈❡♥ ♣♦✐♥t
✭❡rr♦r✮ ♦❢ t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❢♦r ❛ ❢✉❧❧② r❛t✐♦♥❛❧ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦❡r✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛
✶✵
❲❛♥ts ■♥s✉r❛♥❝❡❂✶ ❲❛♥ts ■♥s✉r❛♥❝❡❂✵ ❚♦t❛❧
❍❛s ■♥s✉r❛♥❝❡❂✶ ✵✳✵✽✽ ✲✵✳✹✻ ✲✷✳✵✶
✭✼✳✸✾✮ ✭✻✳✵✵✮ ✭✼✳✻✼✮
❍❛s ■♥s✉r❛♥❝❡❂✵ ✲✷✳✽✽ ✲✷✳✹✻ ✲✶✳✵✸
✭✻✳✾✾✮ ✭✼✳✾✻✮ ✭✼✳✹✶✮
❚♦t❛❧ ✲✷✳✻✻ ✵✳✵✵ ✲✶✳✸✼
✭✼✳✺✻✮ ✭✼✳✷✸✮ ✭✼✳✺✵✮
❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ▼❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❛♥❦❞✐✛
❧❛r❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭✷✵✪✲♣♦✐♥ts✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡ ✇❤♦ ✇❛♥t❡❞ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤♦s❡ ✇❤♦ ❞✐❞
♥♦t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜✉②✐♥❣ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ✇♦✉❧❞ st✐❧❧ ❤❛✈❡ ♣❛✐❞ ♦✛ ✐♥ ✹✵✪ ♦❢ r♦✉♥❞s ❢♦r t❤♦s❡
t❤❛t ❞✐❞ ♥♦t ✇❛♥t t♦ ❜✉② ✐♥s✉r❛♥❝❡✳ ❋❡♠❛❧❡s ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✇❛♥t❡❞ ✐♥s✉r❛♥❝❡ t❤❛♥
♠❛❧❡s ❛♥❞ s♦ ❞✐❞ ②♦✉♥❣❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳
❉✐❞ ♥♦t ✇❛♥t ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❲❛♥t❡❞ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❚♦t❛❧
❊rr♦r ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ r♦✉♥❞s ✹✶✳✺✷ ✺✼✳✽✶∗∗∗ ✺✷✳✶✺
■♥s✉r❛♥❝❡ ♣❛②s ♦✛ ✵✳✹✵ ✵✳✻✵∗∗∗ ✵✳✺✸
❋❡♠❛❧❡ ✵✳✸✻ ✵✳✻✼∗∗∗ ✵✳✺✻
❆❣❡ ✷✸✳✸✸ ✷✶✳✹✷∗∗∗ ✷✷✳✵✽
■♥s✉r❛♥❝❡ ♣❛②s ♦✛ ✐s ❛ ❞✉♠♠② ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡ ✐❢ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❡rr♦r ✐♥ ❛ ♣r❛❝t✐❝❡ r♦✉♥❞ ✇❛s ❧❛r❣❡r t❤❡♥
✷✷✳✺✴✵✳✻✺❂✸✹✳✻✷✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜r❡❛❦✲❡✈❡♥ ♣♦✐♥t ✭❡rr♦r✮ ♦❢ t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❢♦r ❛ ❢✉❧❧② r❛t✐♦♥❛❧ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❞❡✲
❝✐s✐♦♥ ♠❛❦❡r✳ ❙t❛rs ✐♥❞✐❝❛t❡ ♠❡❛♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t ✶✪ ✭✯✯✯✮✱ ✺✪ ✭✯✯✮✱ ❛♥❞ ✶✵✪ ✭✯✮ ❧❡✈❡❧✳ ❙t❛♥❞❛r❞
❡rr♦rs ❝❧✉st❡r❡❞ ❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❡✈❡❧ ✐♥ r♦✇s ✶ ❛♥❞ ✷✳
❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❝❤♦✐❝❡
✸✳✷ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s
❲❡ ♥♦✇ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♦♥ s❡❧❢✲❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥t♦ ✐♥s✉r❛♥❝❡
❜❛s❡❞ ♦♥ s❡❧❢✲❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜② ✉s✐♥❣ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧s✳ ❆❧❧ r❡❣r❡ss✐♦♥s ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✳✸ ✉s❡
❖▲❙ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡ s❡ss✐♦♥ ✜①❡❞ ❡✛❡❝ts✳✷ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥
t❤❡ r❡❛❧ ❡✛♦rt t❛s❦ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s
✷❖r❞❡r❡❞ ❧♦❣✐t ✭❢♦r r❛♥❦ ♦✉t❝♦♠❡s✮ ❛♥❞ ❧♦❣✐t ✭❢♦r t❤❡ ♦✈❡r❝♦♥✜❞❡♥t ❞✉♠♠②✮ ♠♦❞❡❧s ②✐❡❧❞ ✈❡r②
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difference between true and guessed rank
Overconfidence
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❛♥❦❞✐✛✳
t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❡rr♦r ❜② ✹ ♣♦✐♥ts ✭♦r ✵✳✶✺ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡ s❛♠❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❢♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇❤♦ ✇❛♥t❡❞ ❛♥❞ ❞✐❞ ♥♦t ✇❛♥t ✐♥s✉r❛♥❝❡✳ ❚❤❡
✜rst ❡✛❡❝t ✐s ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛❞✈❡rs❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ t✇♦ ❝❧❛ss✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥
✐♥s✉r❛♥❝❡ ♠❛r❦❡ts ✭❙❤❛✈❡❧❧✱ ✶✾✼✾❀ ❘♦t❤s❝❤✐❧❞ ❛♥❞ ❙t✐❣❧✐t③✱ ✶✾✼✻✮✳ ❈♦❧✉♠♥ ✷ s❤♦✇s t❤❡
❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❧♦✇❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ t❛s❦✿ ❜♦t❤ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♦♥
❡✛❡❝ts ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ✭✐✳❡✳ ✇♦rs❡✮ r❛♥❦✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ❛ s❡ss✐♦♥✳ ❈♦❧✉♠♥ ✸ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡
r❛♥❦ t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❣✉❡ss❡❞ t❤❡② ❛r❡ t❛❦✐♥❣✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇❤♦ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❣♦t t❤❡
✐♥s✉r❛♥❝❡ ❞♦ ♥♦ r❛♥❦ t❤❡♠s❡❧✈❡s ✇♦rs❡ ♦r ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ✇❤♦ ❞✐❞ ♥♦t✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱
t❤❡ ♣✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t ✐♥ ❣✉❡ss❡❞ r❛♥❦s ❡q✉❛❧s t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ tr✉❡ r❛♥❦s✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s ✐♥
❝♦❧✉♠♥ ✹ t❤❛t ✐♥s✉r❛♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s ❣✉❡ss❡❞ ❛♥❞
❛❝t✉❛❧ r❛♥❦ ❜② ✷✳✼ r❛♥❦s✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❛❝t✉❛❧ r❡❝❡✐♣t✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ s❡❧❢✲❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡ s✉❜❥❡❝ts t❤❛t ✇❛♥t❡❞ ❛♥❞ ❞✐❞ ♥♦t ✇❛♥t
✶✷
t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❙❛♥❞r♦♥✐ ❛♥❞ ❙q✉✐♥t❛♥✐ ✭✷✵✵✼✮✱ ✇❤♦ ❛ss✉♠❡
t❤❛t ♦✈❡r❝♦♥✜❞❡♥t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❧❡ss ❧✐❦❡❧② t♦ ❜✉② ✐♥s✉r❛♥❝❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ♣❡r❝❡✐✈❡
t❤❡✐r r✐s❦ t♦ ❜❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s
❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ t❛s❦ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r s❦✐❧❧ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❛❞❥✉st t❤❡✐r
r❛♥❦ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❜✉t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✐♥s✉r❛♥❝❡ st❛t✉s✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐❢ ♦t❤❡r ❜✐❛s❡s s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡♥✈✐✲
r♦♥♠❡♥t ❞r✐✈❡ ♦✉r r❡s✉❧ts✳ ❖♥❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❛t ♥♦t ❣❡tt✐♥❣ t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡
❞❡s♣✐t❡ ✇❛♥t✐♥❣ ✐t ❧❡❛❞s t♦ ✇❤❛t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✧❝❤♦❦✐♥❣✧✱ ❛ s✉❞❞❡♥ ❞❡❝❧✐♥❡ ♦❢ ❝♦♥❝❡♥tr❛✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❢❡❡❧ ✉♥❞❡r ♣r❡ss✉r❡ ✭❇❛✉♠❡✐st❡r✱ ✶✾✽✹✮✳ ❚❤✐s
❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ s❡✈❡r❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✇♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ✐ts tr✉❡
❧❡✈❡❧✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s r❡❝❡✐✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♠✐❣❤t ❢❡❡❧ ❧✉❝❦② ❛♥❞ t❤✉s r❛♥❦
t❤❡♠s❡❧✈❡s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡② ❛❝t✉❛❧❧② ❛r❡✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❝♦♥❢♦✉♥❞✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ✐♠♣❧② t❤❛t
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♦♥ s❡❧❢✲❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧❛r❣❡r ❛♠♦♥❣ t❤♦s❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s
✇❤♦ ❛❧s♦ ✇❛♥t❡❞ ✐t✳ ■♥ ♦✉r ✷ ❜② ✷ ❞❡s✐❣♥✱ ✇❡ ❝❛♥ t❡st ❢♦r t❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✳ ❈♦❧✉♠♥ ✺
♦❢ t❛❜❧❡ ✸✳✸ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❛♥t✐♥❣ ❛♥❞ ❛❝t✉❛❧❧② r❡❝❡✐✈✐♥❣
t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❜✉t ❢❛r ❢r♦♠ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡
✐s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♥②♠♦r❡✱ ❜✉t t❤❡ ♣♦✐♥t ❡st✐♠❛t❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s
❜❡❢♦r❡✳✸ ❈♦❧✉♠♥ ✻ ✐♥❝❧✉❞❡s ❣❡♥❞❡r ❛♥❞ ❛❣❡ ❛s ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡s❡
❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲s✐❣♥✐✜❝❛♥t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t t✉r♥s ♣♦s✐t✐✈❡✱
✐t ✐s ♥♦t st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡✲t❤✐r❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❡✛❡❝t✳ ❈♦❧✉♠♥s
✼ ❛♥❞ ✽ r❡♣❧✐❝❛t❡ ❝♦❧✉♠♥s ✹ ❛♥❞ ✻ ✇✐t❤ ❛ ❞✉♠♠② ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡ ✐❢ ❘❛♥❦❞✐✛ ✐s ♣♦s✐✲
t✐✈❡ ❛s ♦✉t❝♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ✇❡ ❣❡t q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢
♦✈❡r❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ r❛♥❦✐♥❣ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ♦♥❡✲q✉❛rt❡r ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❝♦♥tr❛❝t✳
✸❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❞✉❡ t♦ ❧❛❝❦ ♦❢ ♣♦✇❡r✱ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❍❛s■♥s✉r❛♥❝❡ ♥♦✇ r❡❢❡rs
t♦ t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ t❤❛t ❞✐❞ ♥♦t ✇❛♥t t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤✐s ❣r♦✉♣ ❝♦♠♣r✐s❡s
♦♥❧② ♦♥❡✲t❤✐r❞ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ t❤❛t ✇❛♥t❡❞ t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ✐s st✐❧❧
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛t t❤❡ ✶✵✪ ❧❡✈❡❧✳
✶✸
✭✐✮ ✭✐✐✮ ✭✐✐✐✮ ✭✐✈✮ ✭✈✮ ✭✈✐✮ ✭✈✐✐✮ ✭✈✐✐✐✮
❖✉t❝♦♠❡✿ ❊rr♦r ❚r✉❡ r❛♥❦ ●✉❡ss❡❞ r❛♥❦ ❘❛♥❦❞✐✛ ✶{❘❛♥❦❞✐✛ > 0}
❍❛s■♥s✉r❛♥❝❡ ✹✳✵✽✽✯✯ ✷✳✸✶✶✯✯ ✲✵✳✻✹✾ ✷✳✾✻✵✯✯ ✷✳✹✹✸ ✸✳✶✺✼✯✯ ✵✳✷✹✵✯✯✯ ✵✳✷✺✶✯✯✯
✭✶✳✼✷✾✮ ✭✶✳✶✹✼✮ ✭✵✳✽✼✷✮ ✭✶✳✷✸✺✮ ✭✷✳✶✸✼✮ ✭✶✳✷✺✹✮ ✭✵✳✵✽✷✮ ✭✵✳✵✽✸✮
❲❛♥ts■♥s✉r❛♥❝❡ ✹✳✵✸✷✯✯✯ ✸✳✵✽✶✯✯✯ ✸✳✸✵✸✯✯✯ ✲✵✳✷✷✷ ✲✵✳✹✼✸ ✵✳✾✷✺ ✲✵✳✵✶✻ ✵✳✵✹✷
✭✶✳✺✹✹✮ ✭✶✳✶✼✼✮ ✭✵✳✽✾✸✮ ✭✶✳✷✻✷✮ ✭✶✳✼✶✵✮ ✭✶✳✹✵✵✮ ✭✵✳✵✽✹✮ ✭✵✳✵✾✶✮






❈♦♥st❛♥t ✶✽✳✶✼✶✯✯✯ ✾✳✸✻✽✯✯✯ ✶✶✳✸✹✶✯✯✯ ✲✶✳✾✼✹ ✲✶✳✾✹✸ ✲✶✶✳✷✻✽✯✯ ✵✳✷✾✻✯✯ ✲✵✳✹✼✺✯
✭✷✳✹✵✼✮ ✭✶✳✼✸✵✮ ✭✶✳✶✶✽✮ ✭✷✳✶✼✹✮ ✭✷✳✶✽✼✮ ✭✹✳✼✾✸✮ ✭✵✳✶✶✹✮ ✭✵✳✷✻✸✮
❙❡ss✐♦♥ ❢✳❡✳ ②❡s ②❡s ②❡s ②❡s ②❡s ②❡s ②❡s ②❡s
◆ ✶✱✻✼✵ ✶✻✼ ✶✻✼ ✶✻✼ ✶✻✼ ✶✻✼ ✶✻✼ ✶✻✼
❆❞❥✳ ❘✲sq✉❛r❡❞ ✵✳✵✶✼ ✵✳✵✺✻ ✵✳✵✺✸ ✵✳✵✵✵ ✲✵✳✵✵✻ ✵✳✵✷✽ ✵✳✵✸✷ ✵✳✵✼✹
❘❛♥❦❞✐✛ ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr✉❡ ❛♥❞ ❣✉❡ss❡❞ r❛♥❦ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ t❛s❦✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇❡r❡ ✐♥❝❡♥t✐✈✐③❡❞
t♦ ❣✉❡ss t❤❡✐r r❛♥❦ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ✐♥ t❤❡✐r s❡ss✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r ❛✈❡r❛❣❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✶✵ ♣❛②♦✛✲
r❡❧❡✈❛♥t r♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ t❛s❦✳ ◆♦ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❛s ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❘♦❜✉st ♦r ❝❧✉st❡r❡❞ ✭❝♦❧✉♠♥ ✶✮
st❛♥❞❛r❞ ❡rr♦rs ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✳ ∗∗∗ ♣<✵✳✵✶✱ ∗∗ ♣<✵✳✵✺✱ ∗ ♣<✵✳✶✵✳
❚❛❜❧❡ ✸✳✸✿ ■♥s✉r❛♥❝❡ ❛♥❞ ♦✈❡r❝♦♥✜❞❡♥❝❡
✶✹
✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
❖♥❡ ♠❛❥♦r ❝♦♥❝❡r♥ ✇❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦ ❡❧✐❝✐t s❡❧❢✲❛ss❡ss♠❡♥t ❜✐❛s❡s ✐s t♦ ❞❡t❡❝t ✇❤❛t
❇❡♥♦ît ❛♥❞ ❉✉❜r❛ ✭✷✵✶✶✮ ❝❛❧❧ ❛♣♣❛r❡♥t ♦✈❡r❝♦♥✜❞❡♥❝❡✳ ■❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❇❛②❡s✐❛♥
✉♣❞❛t❡rs ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡ ♦♥❧② ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦✐s② s✐❣♥❛❧s ♦♥ t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱
t❤❡② ♠✐❣❤t r❛t✐♦♥❛❧❧② r❛♥❦ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ♦t❤❡rs✱ ✇❤✐❧❡ t❤✐s ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞
❛s ♦✈❡r❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜② t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❧❡ss ♦❢ ❛ ❝♦♥❝❡r♥ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❛s
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞♦ ♥♦t r❡❝❡✐✈❡ ❛♥② s✐❣♥❛❧ ♦♥ t❤❡✐r ✭♦r ♦t❤❡rs✬✮ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛②♦✛✲
r❡❧❡✈❛♥t r♦✉♥❞s✳ ❚❤❡✐r r❛♥❦✐♥❣ s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ s♦❧❡❧② ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞
❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ♦✈❡r t❤❡ t❡♥ r♦✉♥❞s ❛♥❞ ❛♥ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥
❛✈❡r❛❣❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡ t❤❛t ❣❡t ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❣❡t t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧
♦♥ ❝❤♦✐❝❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ▼❡r❦❧❡ ❛♥❞ ❲❡❜❡r ✭✷✵✶✶✮ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❡①t❡♥t t♦
✇❤✐❝❤ ❛♣♣❛r❡♥t ♦✈❡r❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♣♦s❡s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ✐s ❧✐♠✐t❡❞✳
❆♥♦t❤❡r ❝♦♥❝❡r♥ ♠❛② ❜❡ ❛♥ ✐♥s✉r❛♥❝❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❤❡❞❣✐♥❣
♠♦t✐✈❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❡❧✐❝✐t❡❞✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❞♦✇♥s✐❞❡ r✐s❦
✐♥ t❤❡ r❡❛❧✲❡✛♦rt t❛s❦✱ t❤❡ ❤❡❞❣✐♥❣ ♠♦t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❡❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❧♦s❡s ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❆s
❛ r❡s✉❧t✱ ✐♥s✉r❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❝♦✉❧❞ ✉♥❞❡rst❛t❡ t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧❡ss str♦♥❣❧② t❤❛♥
♥♦♥✲✐♥s✉r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ✐♥s✉r❡❞ ♣❧❛❝❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛t ❜❡tt❡r
r❛♥❦s t❤❛♥ t❤❡ ♥♦♥✲✐♥s✉r❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❝♦❧✉♠♥ ✸ ♦❢
t❛❜❧❡ ✸✳✸✳ ❆♥♦t❤❡r ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ❛r✐s❡s ✐❢ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ❛♥t✐❝✐♣❛t❡
t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦t❤❡rs✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❤❛✈✐♥❣ ✐♥s✉r❛♥❝❡✳ ❑♥♦✇✐♥❣
t❤❛t ♦t❤❡rs ✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ ✇♦rs❡✱ t❤❡② ❝❛♥ ♣❧❛❝❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❜❡tt❡r ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡
❡❧✐❝✐t❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r t❤✐♥❦✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❜♦t❤ tr❡❛t♠❡♥t ❣r♦✉♣s
❛♥❞ s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✉t✳
✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ r❡♣♦rt❡❞ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❧♦ss❡s ❢r♦♠ ❛
r❡❛❧ ❡✛♦rt t❛s❦ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ♣✉r❝❤❛s✐♥❣ ❛♥ ✐♥s✉r❛♥❝❡✳ ❆❢t❡r s✉❜❥❡❝ts r❡✈❡❛❧❡❞
✇❤❡t❤❡r t❤❡② ✇❛♥t t♦ ❜❡ ✐♥s✉r❡❞ ♦r ♥♦t✱ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✇❛s r❛♥❞♦♠✐③❡❞✳ ❚❤✐s
♥♦✈❡❧ ❞❡s✐❣♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞✐s❡♥t❛♥❣❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❡✛❡❝ts✳
✶✺
❙❡❧❢✲❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ s❡❧❢✲♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✬s tr✉❡ ❛♥❞ s❡❧❢✲❛ss❡ss❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❛♥❦✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱
✉♥✐♥s✉r❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✉♥❞❡r♣❧❛❝❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤♦s❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s t❤❛t ♦❜t❛✐♥
✐♥s✉r❛♥❝❡ ❤❛✈❡ ✇❡❧❧✲❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❜❡❧✐❡❢s ❛❜♦✉t t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♦t❤❡rs✳ ❲❤✐❧❡
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❛❜♦✉t s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛r❡ t❤❡ ✜rst t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡
t❤❛t ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐rr❡❧❡✈❛♥t ✐♥ st❛♥❞❛r❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ s❡❧❢✲❝♦♥✜❞❡♥❝❡
❡①✲♣♦st✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ✜♥❞ ♥♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥t♦ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ s❡❧❢✲
❝♦♥✜❞❡♥❝❡✳
❲❤② ❞♦❡s ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♠❛❦❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❡ss ✉♥❞❡r❝♦♥✜❞❡♥t ✐♥
t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② t❤❛♥ ✉♥✐♥s✉r❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s❄ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ♦✉r
r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ✐s t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❞♦ ♥♦t ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❡ ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞ t❤❛t ✐s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡✳ ❙✉❜❥❡❝ts ❞♦ ❤♦✇❡✈❡r ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❡✐r s❦✐❧❧ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞
❛❞❥✉st t❤❡✐r r❛♥❦ ❡st✐♠❛t❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ P✉t ❞✐✛❡r❡♥t❧②✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ✐s
♥♦t r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛❞❥✉st❡❞ r❛♥❦✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t ✐s✳ ❆♥♦t❤❡r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥
✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤❡ t❛s❦✳ ❯♥❞❡r ✐♥s✉r❛♥❝❡✱ t❤❡ t❛s❦ ❝♦✉❧❞
❛♣♣❡❛r ❡❛s✐❡r✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐♥ ❢❛❝t ♦♥❧② t❤❡ ❧♦ss t❤❛t s✉❜❥❡❝ts ❝❛♥ ✐♥❝✉r ✐♥ t❤❡ r❡❛❧✲❡✛♦rt
t❛s❦ ✐s ❧♦✇❡r❡❞✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✉♥❞❡r♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s r❡❞✉❝❡❞✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✐♠❛❣✐♥❡
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣s②❝❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s✿ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❝♦✉❧❞ ❧❡t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s
❢♦❝✉s ♠♦r❡ str♦♥❣❧② ♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❣❛✐♥s ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦✉❧❞
❛♣♣❡❛r ♠♦r❡ ❣❧♦♦♠②✳
❖✉r r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♠❛r❦❡ts✳ ❚❛❦❡ ❝❛r ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❛s ❛♥
❡①❛♠♣❧❡✳ ❖✉ts✐❞❡ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ✐t ✐s ♥❡①t t♦ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✲
t❡♥t✐❛❧ ♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❡❧❢✲❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❡✛❡❝ts✳ ■❢ ❜♦t❤ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✱
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦❧✐❝② ♦❢ t❤❡ ✐♥s✉r❡r s❤♦✉❧❞ t❛❦❡ ❜♦t❤ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❘❡♠❡❞✐❡s ❛❣❛✐♥st
♠♦r❛❧ ❤❛③❛r❞ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✉♥✇❛♥t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ t❡♥❞❡♥❝✐❡s✱
✇❤❡♥ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❜✐❛s❡❞ s❡❧❢✲❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❤❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥ ❞r✐✈✐♥❣✳
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛❧s♦ ❤❛s ✐ts ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❋♦r r❡❛s♦♥s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡
✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ s❡❧❢✲❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜❡❢♦r❡ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡✳
❋✉rt❤❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ s❡❧❢✲❝♦♥✜❞❡♥❝❡ tr❛♥s❧❛t❡s
t♦ ♦t❤❡r t❛s❦s ❛♥❞ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♦r ♦♥ ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s ♣❡rs✐st❡♥t ♦r ♥♦t✳
❯❧t✐♠❛t❡❧② ❛♥s✇❡r✐♥❣ t❤✐s ♣✉③③❧❡ ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ ✇❤② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s
✶✻
❜❡❝♦♠❡ ♦✈❡r❝♦♥✜❞❡♥t ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡✳
✶✼
❘❡❢❡r❡♥❝❡s
❇❛✉♠❡✐st❡r✱ ❘♦② ❋✱ ✏❈❤♦❦✐♥❣ ✉♥❞❡r ♣r❡ss✉r❡✿ s❡❧❢✲❝♦♥s❝✐♦✉s♥❡ss ❛♥❞ ♣❛r❛❞♦①✐❝❛❧
❡✛❡❝ts ♦❢ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♦♥ s❦✐❧❧❢✉❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❡rs♦♥❛❧✐t② ❛♥❞ ❙♦❝✐❛❧
Ps②❝❤♦❧♦❣②✱ ✶✾✽✹✱ ✹✻ ✭✸✮✱ ✻✶✵✕✻✷✵✳
❇❡♥♦ît✱ ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ❛♥❞ ❏✉❛♥ ❉✉❜r❛✱ ✏❆♣♣❛r❡♥t ♦✈❡r❝♦♥✜❞❡♥❝❡✱✑ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱
✷✵✶✶✱ ✼✾ ✭✺✮✱ ✶✺✾✶✕✶✻✷✺✳
✱ ✱ ❛♥❞ ❉♦♥ ❆ ▼♦♦r❡✱ ✏❉♦❡s t❤❡ ❜❡tt❡r✲t❤❛♥✲❛✈❡r❛❣❡ ❡✛❡❝t s❤♦✇ t❤❛t ♣❡♦♣❧❡
❛r❡ ♦✈❡r❝♦♥✜❞❡♥t❄✿ ❚✇♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆ss♦❝✐✲
❛t✐♦♥✱ ✷✵✶✺✱ ✶✸ ✭✷✮✱ ✷✾✸✕✸✷✾✳
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❡rr♦rs ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❛♥❞ ♣❛②♦✛✲r❡❧❡✈❛♥t r♦✉♥❞s✳
✷✷
❲❛♥ts ■♥s✉r❛♥❝❡❂✶ ❲❛♥ts ■♥s✉r❛♥❝❡❂✵ ❚♦t❛❧
❍❛s ■♥s✉r❛♥❝❡❂✶ ✵✳✾✷✷ ✵✳✼✾✹ ✶✳✵✵✵
❍❛s ■♥s✉r❛♥❝❡❂✵ ✵✳✵✶✸ ✵✳✵✹✻ ✵✳✵✵✷
❚♦t❛❧ ✵✳✶✺✶ ✵✳✵✺✵ ✵✳✵✶✾
◆♦t❡s✿ ❚❛❜❧❡ s❤♦✇s ♣✲✈❛❧✉❡ ❢r♦♠ t✲t❡st ✇✐t❤ t❤❡ ◆✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢
r❛♥❦❞✐✛ ❡q✉❛❧s ③❡r♦ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝❡❧❧✳
❚❛❜❧❡ ❆✳✶✿ P✲✈❛❧✉❡s ❢♦r ③❡r♦ ♠❡❛♥ t✲t❡st ♦❢ r❛♥❦❞✐✛
●r♦✉♣ ✶ ●r♦✉♣ ✷ ♣✲✈❛❧✉❡
❤❛s❂✶ ❤❛s❂✵ ✵✳✵✷✶
✇❛♥ts❂✶ ✇❛♥ts❂✵ ✵✳✹✹✺
❤❛s❂✶ ❤❛s❂✵ ⑤ ✇❛♥ts❂✶ ✵✳✵✺✶
❤❛s❂✶ ❤❛s❂✵ ⑤ ✇❛♥ts❂✵ ✵✳✷✽✼
✇❛♥ts❂✶ ✇❛♥ts❂✵ ⑤ ❤❛s❂❂✶ ✵✳✽✻✷
✇❛♥ts❂✶ ✇❛♥ts❂✵ ⑤ ❤❛s❂❂✵ ✵✳✽✸✾
◆♦t❡s✿ ❚❛❜❧❡ s❤♦✇s ♣✲✈❛❧✉❡ ❢r♦♠ ❲✐❧❝♦①♦♥✲▼❛♥♥✲
❲❤✐t♥❡② t❡st ♦❢ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ r❛♥❦❞✐✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❣r♦✉♣s✳
❚❛❜❧❡ ❆✳✷✿ P✲✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ❲✐❧❝♦①♦♥✲▼❛♥♥✲❲❤✐t♥❡② t❡st ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥
r❛♥❦❞✐✛
✷✸
❆♣♣❡♥❞✐① ❇✿ ❖♥✲s❝r❡❡♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥s
✷✹
❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✿ ❙t❛❣❡ ✷✿ ❚❤❡ r❡❛❧ ❡✛♦rt t❛s❦ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ r♦✉♥❞s ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳✷✺
❋✐❣✉r❡ ❇✳✷✿ ❙t❛❣❡ ✸✿ ❉❡❝✐s✐♦♥s ✇❤❡t❤❡r t♦ ❜✉② t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡✳
✷✻
❋✐❣✉r❡ ❇✳✸✿ ❙t❛❣❡ ✹✿ ▼❡ss❛❣❡ ♦♥ r❡❛❧✐③❡❞ ✐♥s✉r❛♥❝❡ st❛t✉s✳
✷✼
❋✐❣✉r❡ ❇✳✹✿ ❙t❛❣❡ ✺✿ ❚❤❡ r❡❛❧ ❡✛♦rt t❛s❦ ✐♥ ♣❛②♦✛✲r❡❧❡✈❛♥t r♦✉♥❞s✳
✷✽
❋✐❣✉r❡ ❇✳✺✿ ❙t❛❣❡ ✻✿ ❘❛♥❦✐♥❣ ♦❢ ♦✇♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤✐♥ s❡ss✐♦♥✳
✷✾
❆♣♣❡♥❞✐① ❈✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ■♥str✉❝t✐♦♥s
■♥str✉❝t✐♦♥s ❛r❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ●❡r♠❛♥✳ ■♥str✉❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢♦r ❛❧❧ ♣❛rt✐❝✐✲
♣❛♥ts✳ ■♥str✉❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛r❡ ♥♦t s❤♦✇♥ ❤❡r❡✳
❲❡❧❝♦♠❡ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ t❤❛♥❦ ②♦✉ ❢♦r ②♦✉r
♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥✦
P❧❡❛s❡ st♦♣ t❛❧❦✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ♥♦✇
●❡♥❡r❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s
■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❡ st✉❞② ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣✳ ❨♦✉ ❝❛♥ ❡❛r♥ ♠♦♥❡② ❜②
♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠♦♥❡② ②♦✉ ❡❛r♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❛✐❞ t♦ ②♦✉ ❛❢t❡r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♣r✐✈❛t❡❧②
❛♥❞ ✐♥ ❝❛s❤✳
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❛❦❡s ❛❜♦✉t ✶ ❤♦✉r ❛♥❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡ ♣❛rts✳ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣
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t❤❡♥ ❝♦♠❡ t♦ ②♦✉ ❛♥❞ ❛♥s✇❡r ②♦✉r q✉❡st✐♦♥s ♣r✐✈❛t❡❧②✳
P❛②♠❡♥t
❨♦✉ ♣r♦✜t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ✐♥ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤❡r❡ ✶✵ ♣♦✐♥ts ❂ ❊❯❘ ✶✳ ■♥ ♣❛rt ■ ❛♥❞ ■■ ②♦✉
✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ s♦❧✈❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ r♦✉♥❞s✳ ❲❤✐❝❤ r♦✉♥❞ ♦❢ ❛ ♣❛rt ✐s ♣❛②♦✉t r❡❧❡✈❛♥t ✇✐❧❧
❜❡ r❛♥❞♦♠❧② ❛♥❞ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡❝✐❞❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭♣❛rt
■■■✮✳ ❙✐♥❝❡ ②♦✉ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ✇❤✐❝❤ r♦✉♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞r❛✇♥✱ ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ t♦ ❜❡❤❛✈❡ ❛s ✐❢
❡✈❡r② r♦✉♥❞ ✐s ♣❛②♦✉t✲r❡❧❡✈❛♥t✳
❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ②♦✉r ♣♦✐♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❊✉r♦ ❛♥❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
♣❛✐❞ ♦✉t t♦ ②♦✉ ✐♥ ❝❛s❤✳ ❋♦r s❤♦✇✐♥❣ ✉♣ ♦♥ t✐♠❡ ②♦✉ r❡❝❡✐✈❡ ❊❯❘ ✹ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦
✇❤❛t ②♦✉ ✇✐❧❧ ❡❛r♥ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
❆♥♦♥②♠✐t②
✸✵
❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥♦♥②♠♦✉s✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ❧✐♥❦ ②♦✉r
♥❛♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❨♦✉ ✇✐❧❧ ♥♦t ❧❡❛r ♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦❢
❛♥② ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t✱ ♥❡✐t❤❡r ❜❡❢♦r❡ ♥♦r ❛❢t❡r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❆❧s♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝
✐♣❛♥ts ✇✐❧❧ ♥♦t ❧❡❛r♥ ②♦✉r ✐❞❡♥t✐t②✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ②♦✉ ❤❛✈❡ t♦ s✐❣♥





■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ ✇❡ ❛s❦ ②♦✉ t♦ ❢♦r❡❝❛st t❤❡ t❤❡ ♣r✐❝❡ Y ♦❢ ❛ ✜❝t✐t✐♦✉s st♦❝❦✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s✱
②♦✉ r❡❝❡✐✈❡ t✇♦ ✈❛❧✉❡s W1 ❛♥❞ W2✱ ✇❤✐❝❤ ✉♥❞❡r❧✐❡ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ st♦❝❦✳ ❨♦✉ ✇✐❧❧
♥♦t ❧❡❛r♥ ❤♦✇ ❡①❛❝t❧② t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ st♦❝❦ ✐s ❢♦r♠❡❞ ♦✉t ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❛
♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ②♦✉ ✇✐❧❧ r❡❝❡✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧
♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ P❧❡❛s❡ ❡♥t❡r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ st♦❝❦
✐♥t♦ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✇✐♥❞♦✇ ♦♥ t❤❡ s❝r❡❡♥ ❛♥❞ ❝❧✐❝❦ ♦♥ ❖❑✳ ❨♦✉ ❤❛✈❡ ✻✵ s❡❝♦♥❞s ❢♦r
t❤✐s t❛s❦✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦r ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✐❢ ②♦✉ ❡♥t❡r ②♦✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛st❡r
t❤❛♥ ✻✵ s❡❝♦♥❞s✳ ❨♦✉ ❝❛♥♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ②♦✉r ✐♥♣✉t ❛❢t❡r ❝❧✐❝❦✐♥❣ ♦♥ ❖❑✳ ❨♦✉ ❝❛♥ ❡♥t❡r
✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✶ ❛♥❞ ✺✵✵✳
Pr♦❝❡❞✉r❡
❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ②♦✉ r❡❝❡✐✈❡ ✶✵✵ ♣♦✐♥ts✳ ✶✵ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦
❊❯❘ ✶✳ ❚♦ ❣❡t ❛ ❢❡❡❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ♦❢ t❤❡ st♦❝❦ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ✈❛❧✉❡s✱ ②♦✉
✇✐❧❧ ♦♥❝❡ r❡❝❡✐✈❡ ✶✵ ❡①❛♠♣❧❡s ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦♥ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ♣❛♣❡r✳
❨♦✉ t❤❡♥ ❤❛✈❡ ✺ ♠✐♥✉t❡s t♦ st✉❞② t❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❨♦✉ ❝❛♥ ❦❡❡♣ t❤❡♠ ❢♦r t❤❡ r❡st
♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❜✉t ♠❛② ♥♦t ❧❡❛✈❡ ✇✐t❤ t❤❡♠✳
◆❡①t✱ ②♦✉ ❤❛✈❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡ t❛s❦✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✺ ♣r❛❝t✐❝❡ r♦✉♥❞s ✇✐t❤
✻✵ s❡❝♦♥❞s t✐♠❡ ❡❛❝❤✳ ❆❢t❡r t❤❡ ✜✈❡ ♣r❛❝t✐❝❡ r♦✉♥❞s ②♦✉ ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❡ tr✉❡ ♣r✐❝❡
♦❢ t❤❡ st♦❝❦✱ ②♦✉r ❢♦r❡❝❛st ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ②♦✉r ❢♦r❡❝❛st✳ ❚❤❡ ♣r❛❝t✐❝❡ r♦✉♥❞s
❞♦ ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ②♦✉r ♣❛②♦✉t✱ ❜✉t s❤♦✉❧❞ ❤❡❧♣ ②♦✉ ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ②♦✉r ❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r
t❤✐s t❛s❦✳
❆❢t❡r t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❡ r♦✉♥❞s t❤❡ t❛s❦ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♥❡ t❡♥ ♠♦r❡ t✐♠❡s✳ ❚❤✐s t✐♠❡✱ t❤❡
❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ②♦✉r ❢♦r❡❝❛st ✐♥✢✉❡♥❝❡s ②♦✉r ♣❛②♦✉t✳ ❊✈❡r② ✉♥✐t t❤❛t ②♦✉r ❢♦r❡❝❛st
❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✶ ♣♦✐♥t✳
❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ♦♥❡ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ✶✵ r♦✉♥❞s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ r❛♥❞♦♠❧② ❛♥❞
✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❡rr♦r ❢r♦♠ t❤✐s ❝❤♦s❡♥ r♦✉♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡❞✉❝t❡❞
❢r♦♠ ②♦✉r ✶✵✵ ♣♦✐♥ts✳ ■❢ t❤❡ ❡rr♦r ✐s ❧❛r❣❡r ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ✶✵✵ ♣♦✐♥ts✱ ②♦✉ r❡❝❡✐✈❡ ♥♦
♣❛②♦✉t ❢r♦♠ t❤✐s ♣❛rt✳
✸✷
■♥s✉r❛♥❝❡
❇❡❢♦r❡ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ t❛s❦✱ ②♦✉ ❤❛✈❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❜✉② ❛♥ ✐♥s✉r❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ✐♥s✉r❛♥❝❡
❝♦sts ②♦✉ ♦♥❝❡ ✷✷✳✺ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛❧❧ ✶✵ r♦✉♥❞s✳ ❚❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ r❡✐♠❜✉rs❡s
✻✺✪ ♦❢ ②♦✉r ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❡rr♦r✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ✐❢ ②♦✉ ♦✇♥ t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡✱ ♦♥❧② ✸✺✪
♦❢ ②♦✉r ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❡rr♦r ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡❞✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ②♦✉r ♣♦✐♥ts✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t s✉r❡ ✐❢ ②♦✉ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡✳ ■♥ ❛ ✜rst st❡♣ ②♦✉ ❤❛✈❡ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡
✐❢ ②♦✉ ✇❛♥t t♦ ❜✉② t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡✳ ■❢ ②♦✉ ✇❛♥t t♦ ❜✉② t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡✱ ②♦✉ ✇✐❧❧ ❛❝t✉❛❧❧②
r❡❝❡✐✈❡ ✐t ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✼✵✪✳ ❲✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✸✵✪ ②♦✉ ✇✐❧❧ ♥♦t r❡❝❡✐✈❡
✐t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ②♦✉ ❛❧s♦ ❞♦♥✬t ♥❡❡❞ t♦ ♣❛② ✷✷✳✺ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ r❡✈❡rs❡ ❤♦❧❞s✱ ✐❢ ②♦✉
✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ②♦✉ ❞♦ ♥♦t ✇❛♥t t♦ ❜✉② t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡✳ ❲✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✼✵✪ ②♦✉
✇✐❧❧ ♥♦t r❡❝❡✐✈❡ ✐t✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✸✵✪ ②♦✉ ✇✐❧❧ r❡❝❡✐✈❡ ✐t ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❛♥❞
②♦✉ ❤❛✈❡ t♦ ♣❛② ✷✷✳✺ ♣♦✐♥ts✳
❆❢t❡r ②♦✉ ❞❡❝✐❞❡❞ ❢♦r ♦r ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♣✉r❝❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡✱ ②♦✉ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ✐❢
②♦✉ r❡❝❡✐✈❡❞ ✐t ♦r ♥♦t✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✶✵ r♦✉♥❞s st❛rt✳ ❖♥❧② ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
✇✐❧❧ ②♦✉ ❦♥♦✇ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✈❛❧✉❡✱ ②♦✉r ❢♦r❡❝❛st ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ②♦✉r ❢♦r❡❝❛st✳
◆♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ✇✐❧❧ ❡✈❡r ❜❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ❛❜♦✉t ②♦✉r ❢♦r❡❝❛st✱ ②♦✉r ❝❤♦✐❝❡
♦r r❡❝❡✐♣t ♦❢ t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡✳
❲❤❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡✱ ②♦✉ ❝❛♥ ❛❝t✐✈❛t❡ ❛ ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ❜② ❝❧✐❝❦✐♥❣ ♦♥ ✐t s②♠❜♦❧
✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r r✐❣❤t ❝♦r♥❡r ♦♥ t❤❡ s❝r❡❡♥✳
P❛②♠❡♥t
❚❤❡ ♣❛②♦✉t✲r❡❧❡✈❛♥t r♦✉♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞r❛✇♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ■❢ ②♦✉ ❞✐❞
♥♦t r❡❝❡✐✈❡ ❛♥ ✐♥s✉r❛♥❝❡✱ ♣r♦✜t ❢r♦♠ t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐❧❧ ❜❡
(100− |PriceStock − Forecast|)× 0.1❊❯❘.
■❢ ②♦✉ ❞✐❞ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ②♦✉r ♣r♦✜t ✇✐❧❧ ❜❡
(100− |PriceStock − Forecast| × 35%− 22.5)× 0.1❊❯❘.
■❢ ②♦✉ ❞♦ ♥♦t ❡♥t❡r ❛♥② ❢♦r❡❝❛st ✇✐t❤✐♥ ✻✵ s❡❝♦♥❞s ✐♥ ❛ r♦✉♥❞ ❛♥❞ ✐❢ t❤✐s r♦✉♥❞
✸✸
✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s ♣❛②♦✉t✲r❡❧❡✈❛♥t ②♦✉ ❞♦ ♥♦t r❡❝❡✐✈❡ ❛♥② ♣r♦✜t ❢r♦♠ t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ②♦✉ ❤❛✈❡ t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡✳
▲❡t✬s ❧♦♦❦ ❛t s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳
❊①❛♠♣❧❡ ✶
❆❢t❡r t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❡ r♦✉♥❞s ②♦✉ ❞❡❝✐❞❡ ❛❣❛✐♥st ❜✉②✐♥❣ t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡✳ ❨♦✉ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡
♠❡ss❛❣❡ t❤❛t ②♦✉ ❛❝t✉❛❧❧② ❞✐❞ ♥♦t ❣❡t t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡✳ ◆♦✇ ②♦✉ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ t❛s❦ ✶✵
t✐♠❡s✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇ ❞❡❝✐❞❡s t❤❛t r♦✉♥❞ ✼ ✐s ♣❛②♦✉t
r❡❧❡✈❛♥t✳ ❚❤❡ tr✉❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ st♦❝❦ ✐♥ t❤✐s r♦✉♥❞ ✇❛s ✶✷✷✳ ❨♦✉r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇❛s ✶✼✵✳
❚❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ✹✽ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡❞✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ②♦✉r ✶✵✵ ♣♦✐♥ts✳ ❈♦♥✈❡rt❡❞ t♦
❡✉r♦s ②♦✉ ✇✐❧❧ r❡❝❡✐✈❡ (100− 48)× 0.) = 5.2 ❊✉r♦✳
❊①❛♠♣❧❡ ✷
❆❢t❡r t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❡ r♦✉♥❞s ②♦✉ ❞❡❝✐❞❡ t♦ ❜✉② t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡✳ ❨♦✉ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡
t❤❛t ②♦✉ ❛❝t✉❛❧❧② ❞✐❞ ❣❡t t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡✳ ◆♦✇ ②♦✉ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ t❛s❦ ✶✵ t✐♠❡s✳ ❆t
t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇ ❞❡❝✐❞❡s t❤❛t r♦✉♥❞ ✷ ✐s ♣❛②♦✉t r❡❧❡✈❛♥t✳
❚❤❡ tr✉❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ st♦❝❦ ✐♥ t❤✐s r♦✉♥❞ ✇❛s ✾✾✳ ❨♦✉r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇❛s ✶✵✺✱ s♦ ②♦✉r
❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❡rr♦r ❡q✉❛❧s ✻✳ ❚❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ r❡✐♠❜✉rs❡s ✻✺✪ ♦❢ ②♦✉r ❡rr♦r✱ ♦r ✸✳✾ ♣♦✐♥ts
✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ r♦✉♥❞❡❞ t♦ ✹✳ ❍❡♥❝❡✱ ♦♥❧② ✷ ♣♦✐♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡❞✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ②♦✉r ✶✵✵
♣♦✐♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♦❢ ✷✷✳✺ ♣♦✐♥ts ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡❞✉❝t❡❞✳
❈♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❡✉r♦s ②♦✉ ✇✐❧❧ r❡❝❡✐✈❡ (100− 6× 35%− 22.5)× 0.1 = 7.6 ❊✉r♦✳
❊①❛♠♣❧❡ ✸
❆❢t❡r t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❡ r♦✉♥❞s ②♦✉ ❞❡❝✐❞❡ t♦ ❜✉② t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r ②♦✉ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡
♠❡ss❛❣❡ t❤❛t ②♦✉ ❞✐❞ ♥♦t ❣❡t t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡✳ ◆♦✇ ②♦✉ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ t❛s❦ ✶✵ t✐♠❡s✳ ❆t
t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇ ❞❡❝✐❞❡s t❤❛t r♦✉♥❞ ✶✵ ✐s ♣❛②♦✉t r❡❧❡✈❛♥t✳
❚❤❡ tr✉❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ st♦❝❦ ✐♥ t❤✐s r♦✉♥❞ ✇❛s ✶✺✵✳ ❨♦✉r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇❛s ✶✵✵✳ ❙✐♥❝❡
②♦✉ ❞✐❞ ♥♦t ❣❡t t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❛ ❢✉❧❧ ✺✵ ♣♦✐♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡❞✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ②♦✉r ✶✵✵ ♣♦✐♥ts✳
❈♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❡✉r♦s ②♦✉ ✇✐❧❧ r❡❝❡✐✈❡ (100− 50)× 0.1 = 5 ❊✉r♦✳
❊①❛♠♣❧❡ ✹
❆❢t❡r t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❡ r♦✉♥❞s ②♦✉ ❞❡❝✐❞❡ ❛❣❛✐♥st ❜✉②✐♥❣ t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r ②♦✉
r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ t❤❛t ②♦✉ ❞✐❞ ❣❡t t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡✳ ◆♦✇ ②♦✉ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ t❛s❦ ✶✵
✸✹
t✐♠❡s✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛ r❛♥❞♦♠ ❞r❛✇ ❞❡❝✐❞❡s t❤❛t r♦✉♥❞ ✸ ✐s ♣❛②♦✉t
r❡❧❡✈❛♥t✳ ❚❤❡ tr✉❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ st♦❝❦ ✐♥ t❤✐s r♦✉♥❞ ✇❛s ✶✼✺✳ ❨♦✉r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇❛s ✶✷✺✱
s♦ ②♦✉r ❢♦r❡❝❛st✐♥❣ ❡rr♦r ❡q✉❛❧s ✺✵✳ ❚❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ r❡✐♠❜✉rs❡s ✻✺✪ ♦❢ ②♦✉r ❡rr♦r✱ ♦r
✸✷✳✺ ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ r♦✉♥❞❡❞ t♦ ✸✸✳ ❍❡♥❝❡✱ ♦♥❧② ✶✼ ♣♦✐♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡❞✉❝t❡❞ ❢r♦♠
②♦✉r ✐♥✐t✐❛❧ ✶✵✵ ♣♦✐♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♦❢ ✷✷✳✺ ♣♦✐♥ts ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡
❞❡❞✉❝t❡❞✳ ❈♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❡✉r♦s ②♦✉ ✇✐❧❧ r❡❝❡✐✈❡ (100 − 50 × 35% − 22.5) × 0.1 = 6.1
❊✉r♦✳
✸✺
❊①❛♠♣❧❡s ❢♦r P❛rt ■
❍❡r❡ ②♦✉ ✜♥❞ ✶✵ ❡①❛♠♣❧❡s ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❝t✐t✐♦✉s st♦❝❦ Y ❛♥❞ t❤❡ t✇♦
✈❛❧✉❡s W1 ❛♥❞ W2✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ❢♦r♠ ♦❢ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s✱












P❧❡❛s❡ ❧❡❛✈❡ t❤✐s ♣❛♣❡r ♦♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ②♦✉ ❡①✐t t❤❡ r♦♦♠✳
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